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It is well known that many problems in engineering computation and practical 
application are the problem of matrix calculus in nature. 
As we all know, there are many issues in engineering computation and practical 
application that ultimately boil down to a matrix computation. And different applications 
will lead to some of the special sparse structure of the matrix computation. 
In the process of dealing with the sparse matrix structure of the matrix computation 
(for example, eigenvalue calculation, solving linear equations, and so on), if the matrix is 
small, usually the classic method is feasible (for example, LU decomposition, QR 
algorithm, etc.).  However, in many practical applications, the matrices are large and 
sparser, or a system of linear equations need to calculate several times until to get a 
satisfactory result (for example, when iteration), which will get the large loss of real 
significance because of the cost of the classic algorithms. As a result, to design the rapid 
and stable numerical algorithm by making use of some of their structure according to 
these sparse matrix structure features will be of great significance. 
Some researchers proposed an effective way to solve real symmetric Pentadiagonal 
cycle of linear equations. the article introduces a new stable and effective way to solve 
real symmetric pentadiagonal circulant of linear equations. Our method apply the LU 
decomposition, and its computing complexity is )(nO . The method has more advantages 
in the cost of calculating and storage than Gauss elimination. Theory and numerical 
experiments show that our algorithm is effective. 
In the first chapter, we briefly introduced the research significance to solve real 
symmetric pentadiagonal circulant of linear equations, structure of the article, as well as 
the lemma of the article.  
In the second chapter, we explore with the three parameters of linear equations of 
the solution, and analyze the different situations. 
In the third chapter, we use the results of the second chapter and the Woodbury 
formula to put forward the way of solving five TOEPLITZ angle symmetric linear 
equations. 
In the forth Chapter, we proposed a way to solve the pentadiagonal circulant 
symmetry of linear equations by using the lemma Woodbury formula. 
In the fifth Chapter, through using the optimal LU decomposition, numerical 
experiments show that this is an effective and stable algorithm. Compared with other 
methods, our method of solution in the circulation system of linear equations has a larger 
advantage.  















第一节  绪  论 



























个由秩－m矩阵修改过的矩阵的求逆的 Woodbury 公式． 
 
引理１[13]（Woodbury 公式） 设 A 是 n阶可逆方阵，X，Y均是 mn× 矩阵，且 nm ≤ ，
则当且仅当 XAY 1T －+mI 可逆时，
TXYA + 是可逆的，且 
1T11T111T AYXAYXAAXYA －－－－－－ ）（－＝）（ ++ mI  
 
定义 1  设矩阵 nnji RaA


























































，                                       
即 1,,1,0,,),( ,, −=== − nkltttT klklkl Κ ．显然 Toeplitz 矩阵完全由它的第一行和第一
列元素确定（共有 12 −n 个元素）． 
 
































，                                      
即 1,,1,0,,),( ,, −=== − nkltttT klklklS Κ ．显然对称 Toeplitz 矩阵完全由它的第一行或
第一列元素确定（共有n个元素）． 
 
定义４ (LU 分解)将系数矩阵 A转变成等价两个矩阵 L和U 的乘积 ,其中 L和




LUA = ， 
其中 L为下三角矩阵，U 为上三角矩阵．这样我们可以把线性方程组 bAx = 写成 
                        bUxLxLUAx === )()( ， 
令Ux y= ，则原线性方程组 Ax b= 可转化为  
                           ,yUx, bLy ==  
于是可首先求解向量 y使         
                           b,Ly =   
然后求解  
                 y,Ux =  
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K ．    （1.2） 
称 M 为对称循环五对角矩阵，这里假定矩阵 M 是个 n（ 5≥n ）阶严格对角占优矩
阵，即满足有 
2 2a b c> + ，                      （1.3） 
其中 0c ≠ ．对 M 可通过矩阵变换为 1c = − ，或者 1c = ．我们主要讨论这种形式
下的对称循环五对角线性方程组的解。其主要思路是对 M 进行分块，再进行实数范





















































第二节   含三参数的对称五对角线性方程组 
 




Ny f= ，                         （2.1） 
其中 
0
( , , ; , , )
0
a b c
b a b c
c b a b
N N a b c















为n n× 阶矩阵，即 
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= − = −⎪
⎪ = = −
⎪ = < −= = ⎨ − = <⎪ − = >⎪
⎪⎩ 其它
． 
对任意的a .求解这个问题思路就是求解三个参数α β γ， ， ，使得矩阵 N 有实的 LU
分解，即 
LUN =                 （2.2） 
 
２.２  问题解决（一） 
对于 c,我们分两种情况： 
(1) 0c >  
这时，可通过矩阵变换，把 c变成最简单的形式，即 1c = .讨论这种形式下的 N 的
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0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0



























0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
















































                           （2.3） 
消去参数β γ， 得，设 m= b  







+ + − =
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+ = ， 
 
则可把（2.4）式化成关于 x的一个二元二次方程，则可解得 
     
2 2 2 2
1 2
( 2) ( 2) 4 ( 2) ( 2) 4
    , 
2 2
a a m a a m
x x
− + + − − − + −
= = ，     （2.5） 
对于每个 ix ，我们有两个解 ijα ， 
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2 2a m> +  ，则有 41 ≥x ． 
这是因为 




2 ( 2) 4
2
2m+ (2m+4) 4
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− + + −
=
−
+ + > + >
                  （2.6） 
由（2.5）式，若 18a > ， 2 2, ( 2) / 2m a a⎡ ⎤∈ − −⎣ ⎦，则我们可推得 2 2x ≥ ．（2.7） 
因此 N 在这些范围内有实的 LU 分解． 
定理 1：在（2.6）（2.7）条件下有 
(i) 1 1 1,2
13,
3
α α> <， ， 2,1 1α > ， 2,2α <1 
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２.３  问题解决（二） 
其次我们考虑含有三个参数的线性方程组问题的第二种类型,. 即: 
（2） 0c <  
这时，可通过矩阵变换，把 c变成最简单的形式，即 1c = − .讨论这种形式下的 N 的
LU 分解. 
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．                （2.9） 




+ = ，则（2.9）式变为 2 2(2 ) 2 0x x a m a− + + + =                
解得 
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第三节   解五对角对称 TOEPLITZ 线性方程组 





用第二节的结果来求解对称 TOEPLITZ 线性方程组 
                     Pu f= ，                         （3.1） 
其中 
0
. . . . . ( , , ; , , ). . . . .
. . . .
0 . . .
a b c
b a b c
c b a b c













为 n 阶对称 Toeplitz 矩阵，取 1c = − ，或 1c = ． 
 
Ny f= 的解为（3.1）式求解提供了准备，其中 ( , , ; , , )N N a b c α β γ= ． 
由第二节知，设矩阵 
( ) ( )21   1        1a bQ b aα β β ββ γ βα− − + ±= =− − ± ， 
利用分解   









±（ ），           （3.2） 
因而可得 ,P N的关系如下， 
TP N UU= + ，                           （3.3） 
这里 ( )0U S= ，0 为 ( 2) 2n − × 零矩阵． 
利用（3.3）式和引理 1 的 Woodbury 公式可得 
                    
1 1 1 1 1 1





P N N U I U N U U N
u P f y N U I U N U U y
− − − − − −
− − − −
= − +
= = − +
，
，
          （3.4） 
则u可由下列的式子进行连续计算得到： 
 
1 1 1 1 1
1 1 1 1
, , , ( ) ,
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T T T
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对于更一般的五对角矩阵，也可用直接 LU 分解的方法来求解. 
设       
1 2 3
2 2 3 4
3 3 3 4 5
2 2 2 1
1 1 1
n n n n n
n n n n
n n n
a b d
c a b d
p c a b d
A
p c a b d
p c a b
p c a
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为系数矩阵的线性方程组 



















































































注意：在分解式 L是 ( 2)n n× + 矩阵，U 是 ( 2)n n+ × 矩阵. 
比较式（3.6）两边元素，得 
                 
2
1 1 1
, ( 3, , ),
( 1)( 1,2, , ),
( ), ( )( 2,3, , ).
i i i i i i
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于是 , ,V LU的元素可以递推求得 
1 1
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